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Notations

() : Ensemble vide.

N : Ensemble des entiers naturels (positifs ou nuls).
N* : Ensemble des entiers naturels strictement positifs.
Z : Ensemble des entiers relatifs.

alb : a divise b.

PGCD : Plus grand commun diviseur.

PPCM : Plus petit commun multiple.

s(n) : Successeur de n.

@ : L’addition de Nim.

® : La multiplication de Nim.

{a’'} : L’ensemble des nombres plus petit que a a.



Introduction

L’arithmétique consiste, en résumé, a étudier les entiers relatifs, i.e, les éléments de Z,
I’arithmétique a aussi un cété et beaucoup plus puissant, & savoir la théorie des nombres,
qui consiste a étudier larithmétique d’entiers plus généraux comme par exemple Z[i] =
{a +ibla,b € Z} C C ou i2 = —1. L’un des intéréts de Parithmétique sont ses applications
ludiques et concrétes, citons par exemple :

e La résolution d’équation diophantienne, le développement décimal de 1/p, des appli-

cations des courbes elliptiques.

e Le jeu de Nim.

e Criteéres de primalité, factorisation des entiers.

e Les problémes de transmissions, plus particulierement, la cryptographie et des codes
correcteurs d’erreurs.

L’objectif de ce mémoire est d’étudier deux opérations sur les entiers plutdt inhabituelles
tels que I'addition et la multiplication de Nim qui permettent d’obtenir 'arithmétique de
Nim et ainsi que certaines de leurs propriétés.

Ce travail est composé de 3 chapitres.

Le premier chapitre consiste en un rappel des notions et notations utilisées par la suite :
la divisibilité, la division euclidienne, le plus grand commun diviseur et le plus petit commun
multiple, les nombres premiers, les structures algébriques (groupes, anneaux, corps).

Dans le second chapitre, on fait une étude sur ’addition et la multiplication de Nim ainsi
que certaines de leurs propriétés.

Dans le troisiéme chapitre nous avons présenté les structures algébriques (groupes, an-
neaux, corps) avec les opérations de Nim et quelques exemples. D’autre part on donne

quelques notions sur les codes binaires.



Chapitre 1

Notions élémentaires sur

Parithmétique
Introduction

Ce chapitre, comme son nom l'indique, présente le concept de base de 'arithmétique, a
savoir la divisibilité. On introduit ensuite les nombres premiers ce qui permet d’énoncer le
théoreme fondamental de arithmétique (c’est-a-dire la décomposition en facteurs premiers)
dans lequel les nombres premiers, on introduit ensuite le plus grand commun diviseur et plus

petit commun multiple et finalement les structures algébriques (groupes, anneaux, corps).
Contenu

1.1. Ensembles des entiers naturels et des entiers relatifs.

1.2. Les opérations fondamentales sur 'arithmétique.

1.3. Nombre premier et décomposition en facteurs premiers

1.4. Plus grand commun diviseur et plus petit commun multiple

1.5. Structures algébriques (groupes, anneaux, corps)



1.1 Ensembles des entiers naturels et des entiers re-

latifs

Définition 1.1.1 L’ensemble des entiers naturels N peut étre défini comme un ensemble
vérifiant les axiomes de Peano :

e N contient un élément appelé 0.

e Tout entier n de N a un successeur unique, noté s(n).

e ( n’est pas un successeur d’un entier.

e Deux entiers naturels ayant méme successeur sont égaux.

e Si un ensemble d’entiers naturels contient 0 et contient le successeur de chacun de ses

éléments, alors cet ensemble est égal a N.

L’ensemble N* est I’ensemble des entiers naturels non nuls, i.e, N* = N \ {0}.
Définition 1.1.2. Dans N, certaines équations du type x + b = a (avec b non nul) n’ont
pas de solution. On cherche & construire un nouvel ensemble de nombres notée Z contenant
N des entiers relatifs dans le but de pouvoir résoudre ce type d’équation. L’ensemble Z est
défini comme la symétrie de N.

Théoréme 1.1.3 (Principe de récurrence)

Soit P une proposition dépondant de n € N. On suppose :
1- P(0) est vraie (initialisation).

2- Pour tout n € N, P(n) implique P(n + 1) (on dit alors que “ la propriété est hérédi-

taire”).

Alors P(n) est vraie pour tout entier n € N.
Preuve On considére 'ensemble A = {n € N: P(n) n’est pas vraie}. On veut montrer
que A = ¢. Par I'absurde, on suppose que A # ¢ et A C N donc il existe ng le plus petit
élément de A. Puisque P(0) est vraie, ng # 0. Mais ng — 1 ¢ A donc P(ng — 1) est vraie,
donc, par hypothese sur P, P(ng) est vraie , d’ot une contradiction avec le fait que ny € A.

Alors A est vide.



1.2 Les opérations fondamentales sur ’arithmétique

Dans cette section, nous allons définir les opérations fondamentales sur N et Z, comme
I’addition et la multiplication.
Définition 1.2.1 On définit par récurrence sur I’ensemble N des entiers naturels, une loi
de composition interne appelée addition et notée +, comme suit :

eVneN:n+0=n.

e Vn,pe N:n+s(p) =s(n+p).
Exemples 1.2.2

1- Vn € N,n + 2 désigne le successeur du successeur de n, on a donc

n+2 = n+s(l)
= s(n+1)
= s(n+5(0))

243 = 2+5(2)=5(24+2)

= s(2+s(1)) = s(s(1+2))

Propriétés 1.2.3

1- La loi + est commutative.
2- La loi + est associative.

3- La loi + posséde un élément neutre.



Preuve Montrons par récurrence sur l'entier n.

1- Commutativité de + :
e Pour n =0,Ym € N: 04+ m =m+ 0 =m (d’apres la définition).
e Supposons la propriété vraie pour un entier n > 0 et nous prouvons sa vérité pour

s(n), on a :

Vm e N, s(n) +m = s(n+m) = s(m+n) =m+ s(n).

2- Associativité de + :
e Pour n =0,Ym,p e N:0+ (m+p)=(0+m)+p=m-+p.

e Supposons propriété vraie pour un entier n > 0 et nous prouvons sa vérité pour

s(n), Ym,p € N, on a :

(s(n)+m)+p = s(n+m)+p=(n+m)+s(p)
= n+(m+s(p))
= n+s(m+p)

= s(n) + (m+p).
3- L’élément neutre : D’aprés la définition de 1’addition 1’élément neutre est 0.
p

Nous définissons maintenant la multiplication des entiers.
Définition 1.2.4 On définit par récurrence sur ’ensemble N des entiers naturels, une loi
de composition interne appelée multiplication et notée x, comme suit :
eVneN:0xn=0.
eVn,peN:s(p) xn=(pxn)+n.
Exemple 1.2.5 On calcul 2 x 2 :

2x2 = s(1)x2=1x2+2=35(0)x2+2
= 0x2+42+42=0+2+2=s(1)+2
= s(1+2)=s(s(0) +2) = s(s(0+2))
= s(s(2)) = 4.



Propriétés 1.2.6

1- La multiplication est distributive par rapport a I’addition, i.e,
Va,bce N:ax (b+c)=(axb)+(axc)et (a+b)xc=(axc)+(bxc).

2- La multiplication est commutative : Va,b € N,a x b =0 X a.

3- La multiplication est associative : Va,b,c € N;a x (b x ¢) = (a x b) X c.

4- L’entier naturel 1 est un élément neutre pour la multiplication, i.e, Vn € N:nx1 = n.

Preuve

1- Distributivité de x : Montrons par récurrence sur c.
e Pourc=0ona(a+b x0=0etax0+bx0=0 pour tous a,b € N, donc
(a+b)x0=ax0+bx0=0.
e Supposons que 1'égalité est satisfaite pour ¢ et calculons (a + b) x s(c) et
a x s(c) +bxs(c), Va,b,c € N. En appliquant ’hypothése de récurrence, on obtient :
(a+b)xs(c)=(a+b)xc+(a+b)=(axc)+(bxc)+ (a+b) (1)
et
axs(c)+bxs(c)=(axc)+a+(bxc)+b=(axec)+(bxc)+ (a+b) (2)
De (1) et (2) la multiplication est distributive.

2- Commutativité de x : Montrons par récurrence sur b.

e Pourb=0,Va € N:ax0=0xa=0 (daprés la définition).

e Supposons que a X b = b X a et nous prouvons ’égalité est vraie pour s(b), on a :
Va,b € Nyax s(b) = (axb)+a (1)
et

Va,b e N;s(b) xa=(b+1)xa=(bxa)+(1xa)=(bxa)+a=(axb)+a (2)

De (1) et (2) la multiplication est commutative.



3- Associativité de x : Montrons par récurrence sur c.

e Pourc=0,0ona(axb)x0=0etax(bx0)=ax0=0 pour tous a,b € N donc

(axb)x0=ax(bx0)=0.

e Supposons que I’égalité est satisfaite pour ¢ et calculons (a x b) x s(c) et a x (bx s(c))
pour tous a, b, ¢ trois entiéres naturels. En appliquant I’hypothése de récurrence, on

obtient :

(axb)xs(c)=((axb)xec)+(axb)=(ax(bxc))+ (axDb) (1)
et

ax (bxs(c)=ax((bxec)+b)=(bxc)+b) xa=(ax(bxc))+ (axb) (2)

De (1) et (2) la multiplication est associative.
4- Elément neutre : Vn e N nx1=nxs(0)=(nx0)+n=0+n=n.

Définition 1.2.7 (Divisibilité dans Z) Soit a,b € Z, on dit que a divise b et le note a/b,
s’il existe un entier relative ¢ tel que : b =a X q.

Exemples 1.2.8
1- 3|6 car 6 = 3 x 2.
2- Vn € Z,2|n x (n+ 1) en effet :
e Sin est pair, n =2 X p, pour p € Z et donc :
nx(n+1l)=2xpx(n+1)=2nx(n+1).
e Si n est impair, alors n =2 X p+ 1 pour p € Z et donc :
nx(n+1l)=nx2xp+2)=nx2x(p+1)=mx2)x(p+1)=2nx(n+1).

Remarque 1.2.9 Autres formulations, a|b signifié :
e ) est un multiple de a.

e ¢ est un diviseur de b.



Propriété 1.2.10 Soient a, b et ¢ désignent des entiers relatifs.

1- (Reflexivité), Vn € Z, n|n.

o alb
2- (Transitivite), = alc.
ble
3- Tout entier n admet au moins quatre diviseurs sont : 1, —1,n, —n.
4~ Pour tout entier k : a|b = (ka)|(kb).
Preuve
1- Vn € Z,n|n car n = n x 1.
2- On traduit les hypotheses : 1l existe p et ¢ deux entier tel que :
b=axp
=c=(axp)xqg=ax(pxq).
c=bxq
3-Soitne€Z,n=nxl=1xnetn=(—n)x(=1)=(=1)x(—n) = —-1,1,net —n
sont diviseurs de n.
4- 1l existe un entier p et g tel que b =a x p, donc k x b= (k x a) X p = (ka)|(kb).

Théoréme 1.2.11 (Division Euclidienne)
Soient a et b deux éléments de Z, avec b # 0. Il existe un couple unique (q,7) € Z?

vérifiant :
a=bxqg+r

0<r<bd
On dit que ¢ est le quotient et r le reste de la division euclidienne de a par b.
Preuve Il ya deux parties a démontrer dans ce théoréme : L’existence du couple (g, 7),

puis son unicité.

1- Existence de ¢ et r :
e Premier cas : Si 0 < a < b alors le couple (¢,7) = (0,a) convient.

e Second cas : Si a = b alors le couple (1,0) convient.



e Troisiéme cas : Supposons que a > b. En particulier, a et b sont donc tous strictement
positifs. Soit £ = {p € Nja < pb}, E # () donc E admet un plus petit élément po. Si
g =po—1,onaalors a < ppb = (q+1)bet ¢ ¢ E, dou 'encadrement ¢b < a <
(g + 1)b = qb+b. Soit r = a — bq on obtient a = bq +r < bq + b donc r < b.

2- Unicité de couple (q, r) :
Supposons qu’il existe deux couples (¢,7) et (¢, 7') tel que : a = bg+1r et a = bq’ + 1/,

/

avec 0 <r <bet 0 <7 <b Commea=>bg+r=>b¢+r alorsblqg—q¢)=r—r
avec ¢ — ¢ entier, r — 1’ est multiple de b. Comme 0 < r < b alors —b < —r < 0 et,

en additionnant avec la relation 0 < r’ < b, on obtient : —b < r’ —r < b.

Or 1’ — r est aussi multiple de b. Le seul multiple de b compris strictement entre —b et
b est 0. Par conséquent : ' —r = 0 et ' = r. En reportant dans a = bg+r = bq' + 1/,
on obtient alors bq + r = bq’ + r puis bg = bq’, d’ou ¢ = ¢’ car b < 0, donc le couple

(q,7) est unique.
Exemple 1.2.12 La division euclidienne de (n + 3)? par (n + 4)

(n+3)? = n*+9+6n
= n(n+4)+2n+9
= nn+4)+8+1+2n
= n(n+4)+2(4+n)+1

= (n+2)(n+4)+1.

Donc le reste de division (n + 3)? par (n+4) est 1, 0 <1 < n + 4 pour tout n € N.
Définition 1.2.13 (Congruence dans 7)

Soit a et b des entiers relatifs et n > 1 un entier strictement positif. On dit que a est
congru & b modulo n lorsque a — b est un multiple de n.

Notation : Lorsque a est congru a b modulo n, on note :

a = b[n] ou a = b(modn).
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Propriétés 1.2.14 On a pour tous a, b, c,n € Z.
1- Va € Z,a est divisible par n < a = 0[n].
2- Va € Z,a = a[n] (la relation de congruence est réflexive).
3- Sia=1b[n] et si b= c[n], alors a = ¢[n| (la relation de congruence est transitive).
4- Si a = b[n], alors b = a[n] (la relation de congruence est symétrique).

Preuve On a pour tous a,b,c,n € Z.

p—
1

Si a est divisible par n alors il existe k € Z tel que :

a=nk=a—0=nk=a=0[nl.

2- On a n|(a — a) alors a —a = nk,k € Z, donc a = an].
3- Sia=b[n] alorsa =b+nk,k € Z et on asi b= c[n] alors b =c+ nk', k' € Z, donc :

a = b+nk=c+nk' +nk
= c+n(k+ k)

= c+nk” kK =(k+Fk)eLZ.

4- Si a = b[n], alors n|a — b, on déduit que n|b — a (dans Z) et donc b = an|.

Proposition 1.2.15 Soient a,b,c,n € Z et n > 1. Alors :

e Si a = bln| alors a + ¢ = b+ ¢[n] (la relation de congruence est compatible avec
I’addition).

e Si a = b[n| alors a X ¢ = b x ¢[n] (la relation de congruence est compatible avec la
multiplication).

Preuve On aa=bn|=a=0b+nkkecZ, donc:
eVabecone€Z,a+c=(b+nk)+c=(b+c)+nk/k€Z=a+c=b+cln].
eVa,bc,n € Zyaxce= (b+nk)xc=(bxc)+nxkxc=(bxec)+nxk'/k =(cxk) e
Z = axc=bxcn].
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Exemples 1.2.16
1- 57 = 15[7] car : 57 — 15 = 42 est un multiple de 7.
2- Siz = 0[2], alors = est pair et si x = 1[2], x est impair.

Définition 1.2.17 (Principe de la numération de position).
Il consiste a choisir une base b de numération, et b symboles qui constitueront les chiffres

dans la représentation d’un entier positif en base b. Celle-ci s’écrira alors :

n = n,b” + np_lbp_l + oo 4+ nybt + ny.

Notation : Cette écriture est abrégée en (n,n,_i...ng)s.
Obtention de cette représentation : [L’algorithme pour obtenir la représentation en

base b d’'un entier est :

e Effectuer la division euclidienne de cet entier par b, division qui donne un premier

quotient et un premier reste.

e Le quotient est & sont tour divisé par b pour donner un second quotient et un second

reste, et ainsi de suite jusqu’a obtenir un quotient nul.

o Les restes successifs (tous strictement inférieurs a b), et en commengant par le dernier,

constituent la représentation en base b de ’entier donné.
Exemples 1.2.18

1- Le nombre 14 en base 2 est 1110.

2- Le nombre 120 en base 2 est 1111000.

1.3 Nombre premier et décomposition en facteurs pre-
miers

Définition 1.3.1 Un nombre premier est un entier naturel qui admet exactement deux

diviseurs : 1 et lui-méme.
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Théoréme 1.3.2 (Critére d’aréte)

e Tout entier naturel n,n > 2 admet un diviseur premier.

e Si n n’est pas premier, alors il admet un diviseur premier p tel que :
2<p<+n.
Preuve

e Si n est premier, il admet donc un diviseur premier : lui-méme.

e Sinon, on suppose D ’ensemble des diviseurs de n, tel que D n’est pas vide (il contient
1). Il admet donc un plus petit élément p. Si p n’était pas premier, il admettrait un
diviseur d' tel que : 2 < d' < p, qui diviserait n. Ceci contredirait la définition de p.
Donc p est premier. Et on a n = p x ¢ avec p < ¢. En multipliant cette inégalité par

p, on obtient :

PP <pg=p'<nep<n
Exemple 1.3.3 (Comment montre que 109 est un nombre premier)

e On a 10 < /109 < 11, on teste donc 2, 3, 5 et 7 tous les nombres premiers strictement

inferieurs a 11.
e Des regles de divisibilité, on déduit 109 n’est divisible ni par 2, ni par 3, ni par 5.

e Soit, onse rappelle le critére de divisibilité par 7, soit on effectue la division euclidienne
de 109 par 7, on obtient :
109 =7 x 15 + 4.

Donc 109 n’est pas divisible par 7, comme 109 n’est pas divisible par 2,3,5,7 et

(11)% > 109 il est premier.
Définition 1.3.4 L’écriture d’une entier sous la forme n = a®b%¢...... ,oua,b,.c,.... ,
sont les diviseurs premiers distincts de n et ou les exposants «, 3,7, ....... , sont tels que, par

a+1

exemple, n est divisible par a® mais pas par a®"'. S’appelle la décomposition en facteurs
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premiers de n. On dit que les exposants «, (3, et 7 sont les ordres de multiplicité des
diviseurs a, b, c.
Corollairel.3.5 Soit p un nombre premier. Si p divise un produit pips......p,, de n nombres

premiers, il existe un indice i € {1,2,3,....,n} tel que :
P = Di.
Exemple 1.3.6 Décomposons 120 en nombres premier

120
60
30
15

)
1 fin

Tt W NN

On présente la décomposition avec une barre verticale ou 1’on écrit a gauche le quotient

des diviseurs premiers pris dans ’ordre croissant :
120 = 2% x 3 x 5.

Ona 3+ 1)(1+1)(1+1)=4x2x2=16,120 possede donc 16 diviseurs.

1.4 Plus grand commun diviseur et plus petit commun
multiple

Notation : Etant donné deux entiers a, b € Z on note D({a,b}) (respectivement M ({a,b}))
I’ensemble des diviseurs (respectivement multiples) communs de a et de b.

Définition 1.4.1

e On appelle PGCD de a et b tout entier p tel que :

p € D({a,b}) et pour tout d € D({a,b}),d|p.
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e On appelle PPCM de a et b tout entier q tel que :

q € M({a,b}) et pour tout m € M({a,b}), ml|q.

Définition 1.4.2 (Nombres premiers entre eux) Deux entiers a et b sont premiers
entre eux si et seulement si :
PGCD(a,b) = 1.
Exemples 1.4.3
1- PGCD(120,32) = 8; PPCM (120, 32) = 480.
2- 36 et 35 sont premiers entre eux, 16 et 18 ne le sont pas car ils sont tous deux pairs.

Théoréme 1.4.4 (Egalité de Bézout)
Soit a et b deux entiers non nuls et d = PGCD(a,b). 1l existe alors un couple (u,v)
d’entiers relatifs tel que :

au + bv = d.

Preuve Considérons GG I'ensemble formé par les entiers naturels strictement positifs de la
forme ma + nb ot m et n sont des entiers relatifs. G admet donc un plus petit élément
d = au + bv. Il ne reste plus qu’a montrer que d = PGCD(a,b). On le fait par double
inégalité. Posons D = PGCD(a,b). Comme D divise a et b, il divise aussi au + bv = d.
Donc D < d. Montrons que d divise a et b. La division euclidienne de a par d s’écrit
a=dq+ravec 0 <r <d. Do,
r = a-—dq
= a— (au+ bv)g
= a(l —uq)+ b(—vq).
Donc r € G et r < d. Cette condition ne peut étre remplie sans contredire la définition
de d que si r =0, i.e, d|a. Par le méme raisonnement, on montrerait que d|b. Le nombre d
est donc un diviseur de a et b. Il est plus petit que D : d < D. Donc d = D.
Théoréme 1.4.5 (Théoréme de Bézout)
Deux entiers relatifs a et b sont premiers entre eux si et seulement si, il existe deux

entiers relatifs u et v tel que :

au+bv =1.
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Preuve
=) Si PGCD(a,b) =1, c’est immeédiat grace a I’égalité de Bézout.
<) Réciproquement, supposons qu’il existe deux entiers u et v tel que : au + bv = 1.

On a PGCD(a,b) divise a et b par définition donc divise aussi au + bv = 1. Donc :
PGCD(a,b) = 1.

Théoréme 1.4.6 ((lemme de Gauss)(Carl Frindrich Gauss,1777-1855))
Soient a, b et ¢ trois entiers, si a divise le produit bc et si a est premier avec b, alors a
divise ¢ , i.e,

albc et PGC'D(a,b) =1 donc alc.

Preuve Avec le théoréme de Bézout, la démonstration est simple. On traduit 1’énoncé et
on observe :

Comme albc, il existe k € Z tel que :
bc = ka.

Comme a et b sont premiers entre eux, d’aprés le théoréme de Bézout, il existe deux
entiers u et v tel que :

au+bv = 1.

En multipliant par ¢, on a :
acu + (bc)v = ¢ < alcu + kv) = c.

Donc a divise c.

Proposition 1.4.7 Entre le PGCD(a,b) et PPCM (a,b), on la relation suivant :

axb

Preuve Tout d’abord, si a est nul et b non nul, ’égalité est vérifiée car d = b et m = 0.
De méme pour b = 0 et a < 0. Supposons maintenant que a et b soient non nuls, posons
d = PGCD(a,b) et soient a’et b' des entiers premiers entre eux tels que a = da’ et b = db'.

Soit 1 un multiple commun de a et b, i.e,
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(k, k') € Z* tel que p = ka et u==~kb
= kdad' = k'db.

D’ou, kda’ = K'db et par simplification par d < 0,ka’ = k't/. Conséquence, o' divise
E't'. Or o' et b sont premiers entre eux. D’apres le théoréme de Gauss, o’ /k’. 1l existe ainsi
un entier g tel que k' = gd’, i.e, u = qda’t/. Ainsi, tout multiple commun p & a et b est
un multiple de da’t/. Or, par définition, le plus petit de ces multiples est PPC' M (a,b) et
I'égalité est atteinte pour ¢ = 1, i.e, PPCM(a,b) = da’t/. On alors :

PPCM(a,b) x PGCD(a,b) = (da't’) x d = (da’) x (db') = ab.
Exemples 1.4.8

1- PGCD(28,77) = 7; PPCM(28,77) = 2T = 308.

2- PGCD(18,42) = 6; PPCM(28,77) = 1522 = 126.

Théoréme 1.4.9 Soit a et b deux naturels non nuls tels que b ne divise pas a. La suite

des divisions euclidiennes suivantes finit par s’arréter. Le dernier reste non nul est alors le

pgcd(a, b).

a par b a=0bXxqy+ro avec b>ryg>0
b par rq b=1r9 X q+1 avec rog>1r1 >0
ro par ry o =11 X @2 + T avec 1 >19 >0

Th_o Par Typ_1 Th_o =Tp_1 X ¢n + 7N avec Trp_1>71, >0
Th_1 Par r, Tno1 =7 X qn+1 + 0.

On a alors PGCD(a,b) = ry,.
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Preuve La suite des restes : rg, 71,79, ...,7, est une suite strictement décroissante dans N
car ro > 11 > 19 > ... > r,. Cette suite est donc finie. Il existe alors n tel que 7,11 = 0.
Montrons que PGCD(a,b) = PGCD(b,ro).
Soit D = PGCD(a,b) et d = PGCD(b,ry). D divise a et b donc D divise a — bgy = 7o,
donc D divise b et g donc : D < d, d divise b et rq donc d divise bgy + 9 = a, donc d divise
a et bdonc: d<D. De(1)et (2) alors D = d, c’est-a-dire PGCD(a,b) = PGCD(b,1y9).

De proche en proche, on en déduit que :
PGCD(a,b) = PGCD(b,19) = ... = PGCD(rp_9,7n—1) = PGCD(rp_1,7,).

Or r, divise 1,,_1, donc PGCD(r,,_1,7,) = 1. Donc PGCD(a,b) = r,. Le dernier reste
non nul est le pged.

Exemple 1.4.10 On calcule PGCD(1600,229) par I'algorithme d’Euclide :

1600 = 229 x 6 + 226,
229 = 226 x 1+ 3,
226 = 3x 7541,

3 = 1x3+40.

Donc PGCD(1600,229) = 1,

1.5 Structures algébriques (groupes, anneaux, corps)

Définition 1.5.1 Un groupe est la donnée d’un ensemble GG et d’une loi interne notée *

GxGd — (.

(z,y) — wxy
telle que (G, x) vérifie les trois propriétés suivantes :
1- (Elément neutre) Il existe e € G, Vx € G:exxv =z xe = 1.
2- (Associativité) Pour tous x,y,z € G : (z*y) x 2 = x * (y * 2).

3- (Elément inverse) Vo € G, 32’ € G:xxa’ =2’ xx =e.
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Si de plus Vz,y € G, x xy = y * x, on dit que * est commutative et que (G, *) est un
groupe commutatif ou abélien.
Notation : Les notations les plus utilisées sont la notation additive avec 0 pour élément
neutre, —x pour le symétrique (dit aussi opposé) et la notation multiplicative o I’élément
neutre est noté 1, 27! pour le symétrique (dit aussi inverse).

Proposition 1.5.2

-
1

Dans un groupe 1’élément neutre est unique.

2- Dans un groupe 'inverse 2’ d’un élément x est unique.

3- L’inverse de l'inverse de x est z, i.e, Vx,2' € G : (') = x.
4- Vr,y e G: (x*xy) =1y x2'.
Preuve

1- On suppose que il existe deux élément neutre é,e € G tel que éxx = x,exx = x donc

par conséquente é = e.

2- Soit ', 2" € Getonax'xx =e, 2" xx =edonc 2’ xx*x2’ =ex2’ =2 donc par

conséquente "’ = x’.

3- Pour tous z,2’ € G, onaxxx' =2’ *x = e donc x est 'inverse de 2/, d’aprés 2. On

ax=(z).

N
1

Ve,y € Gyona (xxy) (Y xa') =xxyxy' x2’ =xxexa’ =edonc (zxy) =y *2'.
Exemples 1.5.3

1- Z, R, Q sont des groupes additifs commutatifs.

2- (Z/pZ)* est un groupe multiplicative commutative, avec (Z/pZ)* = {1,2,3,...,(p — 1)},

p premier.
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Définition 1.5.4 Un anneau est la donnée d’un ensemble A et de loi interne de composition

+ (addition) et x (multiplication) telles que :
1- (A, +) est un groupe commutatif (dont on note I’élément neutre 0 = 0,).

La loi x est associative.

[\
1

La loi x posséde un élément neutre (qu’on notera 1 = 14).

o
1

La loi x est distributive par rapport a I’addition, i.e,

N
1

Ve,y,z € Az x (y+2)=(xxy)+(xxz)et (y+2) xx=(yxx)+ (2 xx).

Si de plus la loi x est commutative, on dit que I'anneau A est commutatif.

Définition 1.5.5 (Sous anneaux)

Soit (A, 4+, *) un anneaux et B une partie de A. On dit que B est un sous anneaux de

lanneaux (A, +, %) si :
1- 1, € B.
2- VYa,be B,a—b e B.
3- Va,be B,ab € B.
Exemples 1.5.6
1- (Z,+, x) est un anneau commutatif.

2- (R™,+, x) est un anneau commutatif pour les lois internes suivantes :

(1, 2, . Tn) + (Y1, Y2, s Yn) = (X1 + Y1, T2 + Y2, ooy T, + Yn),

(1, T, o.tp) X (Y1,Y2y s Yn) = (T1 X Y1, T2 X Y2, ey Ty X Yp)-

Définition 1.5.7 K = (A, +, %) est un corps si et seulement si :

1- K = (A, +, *) est un anneau.

2- Chaque élément non nul de A posséde un inverse pour I'opération ().
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Définition 1.5.8 Un corps fini est un corps qui posséde un nombre fini ¢ d’éléments, et
on le note par Fj,.

Propriétés 1.5.9

1- Tout corps fini est commutatif.

2- La cardinalité d’un corps fini F, est une puissance d’'un nombre premier, i.e, ¢ = p™,

avec p est premier et m > 0.

Définition 1.5.10 (Sous corps)
Soit (K, +,#*) un corps et K’ un sous anneaux de (K, +,x*) on dit qu'une partie K’ est
un sous corps du corps de (K, +, %) si (K’,+, %) est un corps.

Exemples 1.5.11
1- F5 = {0,1} est le corps binaire, c’est le plus petit corps fini.

2- 7Z/pZ avec p premier sont des corps finis de cardinal p.
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Chapitre 2

L’addition et la multiplication de Nim

Introduction

Dans ce chapitre, on donne les notions et les propriétés de I’addition et la multiplication
de Nim.

Contenu

2.1. L’addition de Nim et quelques propriétés.
2.2. La multiplication de Nim et quelques propriétés.

2.3. Les puissances de Fermat avec les opérations de Nim.
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2.1 L’addition de Nim et quelques propriétés
Définition 2.1.1 Pour X un sous ensemble de N, X # N, on a :
mex(X) = min(N/X).
Exemples 2.1.2
1- mex({1,2,3,4,5}) = min(N/{1,2,3,4,5}) = 0.
2- mex({0,1,2,3,5,6,7}) = min(N/ {0,1,2,3,5,6,7}) = 4.
3- mex({n =2k, k € N}) = min(N/{n =2k, k € N}) = 1.

Notation :
e On notera ¢ et ® les symboles d’addition et de multiplication de Nim respectivement.
e Les symboles utilisés pour ’addition et la multiplication habituelle sur les entiers
seront ceux généralement utilisés, c’est a dire 4+ ou X.
e Les relations d’inégalité seront toujours utilisées suivant leur sens usuel (c’est a dire
que 'ordre qu’elles définissent est 1’ordre usuel des entiers).
Définition 2.1.3 Pour tous a,b € N, a @ b est le plus petit entier naturel qui n’est pas de
la forme o’ b pour a’ < a ni a® b pour b < b.

Symboliquement,
a@®b=mex({d ®b:0<d <a}U{adl :0<b <b}).

Définition 2.1.4 Soient a,b € N, soient as, by € F}' leurs représentations en base 2, avec n
le nombre de chiffres nécessaires pour écrire le plus grand des nombres ay et by. On définit
alors @ comme I’addition composante par composante des vecteurs as et bs.

De maniére équivalente, cela se formule en disant que @ est 1’addition sans retenue (ou
encore le « ou exclusif » xor) sur les chaines de n bits représentant a et b.

Remarques 2.1.5
1- L’addition de Nim est définie d’une maniére récursive.
2- Les ensembles {a’ © b} et {a © I’} peuvent étre vus comme des suites indexées par les

{0,1,2,...,a — 1} et les {0,1,2,....;b — 1},
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3-

Sia=0oub=0,ensemble {i|i < a} ou 'ensemble {i|i < b} a considérer est vide.

Exemple 2.1.6 Une opération encore plus simple, I’addition binaire sans retenue :
42 = (101010), et 38 = (100110),
(101010)3 + (100110)2 = (001100)5 = 12.
Donc 42 @ 38 = 12.
Exemple 2.1.7
1 =(001)y et 3= (011),
(001)2 + (011)s = (010)y = 2
Donc 1 ¢ 3 = 2.

Propriétés 2.1.8

1- VaeN:a®d 0 =a.

2-VaeN:ada=0.
Preuve

1- On montre que par récurrence sur a.
ePoura=0,o0na0®0=mex{ad &0,00V|d <0,V <0},{d®0} =0, {0V} =
¢, et on a mex ¢ =0 donc 06 0 = 0.
e Si on suppose que ¢’ & 0 = da,Va’' < a, et nous prouvons le propriété est vraie pour
a, on a alors :

a®0 = mex({a®V,V <0}U{d ®0,d <a})
= mex{0,1,2,3.....d'} = a,{a® b,V <0} = ¢.
2- On montre que par récurrence sur a.

e Si a = 0 le résultat est vérifié 0 & 0 = 0, d’aprés la démonstration précédente.

e Sia#£0,alorsa®a #0,Va <a, puisque ' @ a’ =0, Va' € N, si on suppose qu’il
existe a’ tel que a®a’ =0,onaa ®a’ =0, ce qui implique a ®a’ =d Had = a=d,
a®a = mex{a®ad,d ®a}, donc0¢ {ad®d,d da},
= min(N/ {a Da,d® a})

= 0.
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Exemple 2.1.9

1®3=mex{1®3,1'®3} avec 3 € {0,1,2} et 1’ € {0}

{13} ={100,101,1%2},160=1,161=0

1®2=mex{1®2,1 2}

{192} ={190,11} ={1,0}

{I'®2}={0d2} ={2}

1®2=mex{0,1,2} =3

{193} =1{1,0,3}

{I'®3}={083} ={3}

1®3=mex{0,1,3} =2.
Proposition 2.1.10 Soient oy > ag > a3 > .... > «,, des entiers naturels, alors la somme
usuelle 29t 292 423 4 | +2% des puissances de 2 correspondantes coincide avec la somme
de Nim 29 © 292 @ 2% @ ... 2%,
Preuve Voir [12].
Proposition 2.1.11 Pour tous a,b,c € N, sia®b=a® V', alors b =1
Preuve Si ce n’est pas le cas, supposons sans perte de généralité que b’ < b. Alors a®b est le
mex d’un ensemble contenant b® b, donc il ne peut pas lui étre égal, d’ol une contradiction.

Propriété 2.1.12

1- Si a est pair, alorsa® 1 =a + 1.
2- Si @ est impair, alorsa® 1 =a — 1.

Preuve On montre par récurrence sur a
Ona0dl=1et1®1=0. On peut aussi facilement vérifier que 21 =3 et 31 = 2.

Supposons que la propriété est vraie pour les @/, c’est-a-dire ' &1 = a’ + 1.
1- Siaest pair: Onaa® 1 =mex{a®0,d ®1},Ya,a’ € N;a' < a donc :

{d®1}={d +1}={1,0,3,2,....... ,a—3,a—1,a—2}=40,1,...... ya— 1},

puisque a — 1 est impair, on a a ® 1 = mex {a,0,1, ...... ,a—1}=a+ 1.
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2- Sia est impair: Onaa®1=mex{a®0,d’ B1},Va,a’ € N,a' < a donc :
{d®1}={d+1} ={1,0,3,2,......a —2,a—3,a} = {0,1,....a — 3,a — 2,a},

alors a ® 1 =mex{0,1,....a —3,a —2,a} =a— 1.

Propriété 2.1.13 Soient a,b € N, on a :
adb=0&a=0.

Preuve Onaa®b=mex{a®b,d ®bld <a,l/ <b} =04 0¢ {adl,d &b}, pour
tous a,a’,b,b" des entiers de N, alors a b # 0,a’ & b # 0. Comme a & a =0,Va € N, on a

donc :
atb =a<boub<a

et . Ce qui implique b < a et a < b donc a = b.

b#d =b<aoua<b
Propriété 2.1.14 Soient a,b et n sont des entiers naturels et b = 2"

Va < b,a® 2" =a+2".
Preuve On montre par récurrence sur a

e Poura=0eta=1,ona0d2" =2"et 142" =1+ 2", d’apres la propriété 2.1.8 et
la propriété 2.1.12.

e Supposons que a’ ® 2" = o’ + 2" Va' € N,Va' < a,V(2") < (2") et nous prouvons la

propriété pour a < (2"). On a :

a®2" = mex{a® (2"),d &2"} =mex{ad (2"),d +2"},
{d+2"} = {2",1+2",2+2", ....(a—1)+2"},
{ad(2")} = {a®0,a®1l,a®2,...,a® (2" —1)}.

Donc a®2" = mex{a ®0,a®1,...,a® (2" —1),2", 1+ 2" ..., (a— 1)+ 2"} = a+2".
Propriété 2.1.15 Soient m,n € N, on a :

2" g2t =2"42") = (m#n)et (2" B 2" =0) < (m =n).
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Preuve
1- Soient m,n € N: (2" @ 2" =2" 4 2") & (m # n).

<) Sim # n, on suppose que m < n, c’est-a-dire 2™ < 2", on a 2™ @ 2" = 2™ 4 2",

en utilisant la propriété.2.1.14.

=) On suppose que 2" @ 2" = 2™ + 2" et m = n, donc 2™ + 2™ = 0 (contradiction).
2- Soient m,n € N: (2™ @ 2" =0) <= (m = n).

<) Sim =mn,on a2™@2" =0, en utilisant la propriété 2.1.8.

=) Si2m @ 2" =0 = 2™ = 2" = m = n, en utilisant la propriété 2.1.8.

Propriété 2.1.16 L’addition de Nim est commutative.

Preuve On montre par récurrence double sur a et b, Va,b € N.
Poura=0:00b=0®0=betpourb=0:a®0=0da =a.
Supposons que Va' < a,Va" < a:d"®d =d ®ad".

Supposons que Vb’ < b, V0" <b:b0" @b =V .

Supposons que a > b. On a alors :
a®b = mex{adl,Vda}
= mex{l ®a,adb'}
= bPa.
Propriété 2.1.17 L’addition de Nim est associative.

Preuve On suppose qu’ il existe £ € N: & < (a1 ® az) @ as et on montre que

E# a1 D (ay® ag). Soit & =y ® ag, avec v < (a1g02) qui peut lui-méme s’écrire :

v=B Do, B <oy

ou bien
¥ =1 B Py, By < g
Et comme ¢ < (apgae) & as ce qui implique & = (agpae) & of,af < as, et on a

§=7@az,donc { = (B © ay) ®asg = (a1 @ By) @ as et d’aprés proposition ceci est
différent a1 @ (ay @ a3) donc € # a1 ® (e ® a3).
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Propriété 2.1.18 Pour tout m,n € Net n,m < 2P on a :
nd2Pdm)=nd 2 +m)=(ndm)+ 2P,

Preuve D’aprés la propriété 2.1.14, on a: n®(2°@m) = n@(2P+m),Vn, m < 2P, et comme
n® (2P dm) = nd (me2P),V (m,n) € N?(& est commutative) et nd® (m@2P) = (n®m)H2P

(@ est associative) alors :
nG2Pdm)=ndm) B2 =(ndm)+2° car (n®m) < 2P.
Propriété.2.1.19 Pour tous m,n € Non a :
a®b<a-+b.

Preuve On a toujours mexX < card(X) et comme on a évidemment card({a & V'}) < b,

card({a' ®b}) < aet card({a®V,d ®b}) < card({a ®b'}) + card({a’ & b}) donc :

a®b = mex({a®V,d ®b}) <card{a®V, ad & b})
< card({a®V'}) + card({d ®b}) < a+b.

Donc :

a®b<a-+b.

28



Table de opération &
Pour comprendre cette définition, le mieux est de calculer quelques valeurs. Voici le

tableau des nq & ngy pour ny < 16 et ny < 16 :

&0 |1 12 (3 (4 |5 |6 |7 |8 |9 |10[11]12]13 |14 |15
0|0 |1 1|2 |3 |4 |5 |6 |7 |8 |9 |10|11|12|13|14]15
1 /1 /0 (3 |2 |5 |4 |7 |6 [9 |8 |11|/10|13]|12]|15 |14
2 12 13 /0 (1 (6 |7 (4 |5 |10|11|8 |9 |14 |15 |12 |13
313 12 |1 |0 |7 (6 |5 |4 |11/10|9 |8 [15|14|13]12
4 |14 |5 |6 |7 |0 |1 |2 (3 (12|13 |14 /15|8 |9 |10]|11
5 |5 |4 |7 (6 (1 |0 |3 |2 |13|12|15|14]9 |8 |11|10
6 |6 |7 |4 |5 |2 (3 |0 |1 |14/15|12|13|10|11|8 |9
7T 07T 16 |5 (4 (3 2 |1 |0 |15]|14|13|12]11]10]9 |8
8§ |8 |9 1011 }12|13|14|15|0 (1 |2 |3 |4 |5 |6 |7
9 /9 |8 |111013|1215(14|1 |0 (3 |2 |5 |4 |7 |6
1071011 (8 |9 |14 1512|132 |3 |0 |1 |6 |7 [4 |5
111141019 |8 |15|14|13]12|3 |2 (1 (0 |7 |6 |5 |4
1212 1314|158 |9 |10]11}4 |5 (6 |7 |0 |1 |2 |3
1313112115149 |8 |11]10(5 |4 |7 |6 |1 |0 |3 |2
1414 1512|1310 11 |8 |9 (6 |7 |4 |5 |2 |3 |0 |1
151514131211 {10(9 |8 |7 |6 |5 (4 |3 |2 |1 |0

2.2 La multiplication de Nim et quelques propriétés

Définition 2.2.1 Pour tous a,b € N, a ® b est le plus petit entier naturel qui n’est pas de
la forme (¢’ @b) ® (a @ V) & (a/ @ V') pour @’ < aet b <b

Symboliquement,

a®@b=mex{(d @b) B (a@b)® (' @b):0<d <a, 0<V <b}.
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Propriétés 2.2.2
1- VaeN:0®a=0.
2-VaeN:1®a=na.
Preuve

1- Aucun nombre ne peut étre de la forme V¥ @ a D0 R @’ &V ® a’ avec b/ < 0, donc

I’ensemble des nombres de cette forme est vide, et son mex est par conséquent 0.

2- On raisonne par récurrence sur a.
e Onapoura=0,1®0=0 (dapreés 1)

e Supposons que la propriété est vraie pour tout @’ € N, i.e, 1 ® o’ = a',Vd' < a et

nous prouvons sa vérité pour a € N, donc :

1®a = mer{I'Rad1®d ®l'®@d}
= mez{0®ad1lRd®0®d|d <a}
= mez{d|d <a}, {1} ={0}.

Donc le mex de ’ensemble des nombres de cette forme est a.

Exemple 2.2.3 Pour tous o/, € Non a:
202=mex {202 &2 @242 ®2'} avec 2’ € {0, 1}, donc (0,0)(0,1)(1,0)(1,1) sont
des solutions.

Pour (a’,b") = (0,0), avec 2®0=0,0®2=0on a:
202022202 92}=2000020020} ={000® 0} = {0}.
Pour (a/,V') = (0,1) ou bien (a/,b') = (1,0), avec 1®2=2,0® 1 =0ona:
20262826202} =20081026001} = {08260} = {2}.
Pour (¢/,0) = (1,1), avec 22 =0,001=1,2® 1=2o0na:

202602226222} =2016102¢101}={2¢2¢1} = {1}.
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Donc 2 ® 2 = mez {0,1,2} = min(N - {0,1,2}) = 3.

Propriété 2.2.4 Pour tous a,b € Non a :
a®b=a=">b=1.

Preuve Va,d bt € NNa®b =a < {0,1,.....a—1} € {a@V Dd RbDad @b} et
a¢{abedbdd V}.

Comme a®1=mezx{a®1' ®d ®@1dad ®1|d <a,l’ <1} = a, la seconde condition
ci-dessus implique que 1 ¢ {0’} et donc que b = 0 ou bien b = 1. Le seul choix possible pour
vérifier la premiére condition est alors b = 1.

Propriété 2.2.5 La multiplication de Nim est commutative.
Preuve On raisonne par récurrence double sura et b. Ona: 0®1=1® 0= 0.

Supposons que : Va' < a, Va”" < a,a" @ d =d ®d".

Supposons que : V0’ < b, V' < b, 0" @b =0 @1".

Supposons que a > b.

On a alors Va,b € N :

a®b = mer{d @bBaRY Bd RV}

= mex{b®d &b @adb @d}

= b®a.
Propriété 2.2.6 La multiplication de Nim est distributive sur .
Preuve On montre par récurrence sur les triplets (a, b, c) € N3.

Supposons que : V(da', b, ) < (a,b,¢) : d @V B) = d' @V Bd' @, et on note d = bPc.
On a alors :
a®(bdc) = mexr{d bdc)dd add @d'}

= mex{d @bPd @chdd @add d'}.

Comme d=b@c=mex{b® b @c},alorsd € {bd,V & c},Vd < d. Donc

a@bdd)=a@b®a®d dRbed)=debdd d
{awd} = ou bien qd @d} = ou bien
a® (b dec)=ab daxc dRUBc)=d 0V dd ®c
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Donc :

a®@b®c)=mex{d bBd cH(aRbBaR)D(d bdd @)}.

Ou bien

a@b@c)=mer{d @bBd RcH(@RbBaR)B(d RV Dd ®c)}.

Ou bien

a®@b®dc)=mex{d 0D RcD(a@V Pa®c)D(d@bDd @ )}.

Ou bien

a@b®dc)=mer{d @bPd RcB (aRV Ba®c)®(d RV Pad @c)}.

Et on a aussi
k=a®@b=mex{d @b®a@V dd 0} =k c{d@bdaxl dd 10},
l=a@c=mex{d @cdaddd}=lec{d@chdaxddd @},
kdl=ab®a@c=mex{k®lLkdl}.

Donc :
a@b®a®c=mex{d bBa@V Pd RV Pa®c,aRbBd Rchaxd Bd @},

Propriété 2.2.7 La multiplication de Nim est associative.

Preuve On montre que par récurrence sur les triplets (a, b, c) € N3.
Supposons que : Y(a', 0, ) < (a,b,¢c):d' @ (V' ®)=d @V ® . On note d = b® c.
Onaalors: a® (b®c)=mer{a®@d &d Q@ (b®c)dd d}.
Commed=b@c=mex{l cdbRDV R} =>d c{lRcdbddDb I},
Vd < d. Donc :

{favd} = {axV@chpbad et d)}
= {a@VRc)®a® (bed)dax (V od)}
= {(a@V)@cd (a®@b) @D (@)},
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{d@d} = {delVecpbdabtod)}
= {deoWo)pdbad)dd e ed})
= {(deV)@cad(db)d®(deb)a}.

Donc :

(aRV)RcB(aRb)RIB(aV)RdPd @ (bR c) ,
a® (b®c)=mexs T (1)
B V) Rcd(d@b) B (V)@

Etonaaussi: (a®@b)@c=mex{m' @c® (a®b)@dm @}.
Commem = (a®b) = mex{a' @bBaRV ®d @b} =m' c {dRbDaRV Dad @'},
Vm' < m. Donc :
{m'@c = {(d@bPaxb dd V)2 c}
= {d@b)@cH (aV)@cd (d V)R c}.

{medt = {(d@bdaxb ®d )}
= {([deb)ada(@at)eda(d o) d}.
Donc :

(dRbD)Rc®(ab)Rc® (dRV)Rcd (a®b) @ -
(a@b)@c=mex< ~ T S (17)
BdR)R B (ARY)RIP (dRV) R

De (i) et (i7) La multiplication de Nim est associative.
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Table de opération
Pour comprendre cette définition, le mieux est de calculer quelques valeurs. Voici le

tableau des nq ® ny pour ny < 16 et ny < 16 :

®@ 0|1 |2 |3 |4 |5 |6 |7 |8 |9 101112 13|14 15
o (00 (0 (0 0 0|0 |0 |O O O (O O |O |O |O
1 /01 (2 |3 (4 |5 |6 |7 |8 |9 |10|11]12|13 |14 |15
2 /02 |3 |1 |8 |10]11]9 |12 |14 |15 |13 |4 |6 |7 |5
31013 |1 (2 |12 |15|13|14|4 |7 |5 |6 |8 [11|9 |10
4 104 |8 |12|/6 |2 |14|10|11|15|3 |7 |13]9 |5 |1
5 |05 (10152 |7 |8 |13|3 |6 |9 |12|1 |4 |11 |14
6 |06 |11 (13|14 |8 |5 |3 |7 |1 |12]10]9 |15|2 |4
710|719 |14]10/13|3 |4 158 |6 |1 (5 |2 |12|11
8§ (08 (124 |11 (3 |7 |15 (135 |1 |9 |6 |14 |10]|2
9 (09 (14|7 |16(6 |1 |8 (5 12112 |10|3 |4 |13
10(0(10(15|5 |3 |9 |12|/6 |1 |11 /144 |2 |8 |13 |7
11/0f11}13}6 (7 (1241041 |9 |2 |4 |15|14|5 |3 |8
12/0(1214 |8 [(13(1 |9 |5 |6 |10]|2 |14|11|7 |15]|3
13/0(13]6 |11(9 (4 |15|2 |[14|3 |8 |5 |7 |10]1 |12
14,0147 |9 (5 (112 |12 |/10|4 |13|3 |[15|1 |8 |6
5/0(15|5 |10(1 (144 (112 |13|7 |8 |3 |12]6 |9

2.3 Les puissances de Fermat avec les opérations de
Nim

Définition 2.3.1 On nomme puissance de Fermat un nombre s’écrivant sous la forme
22" avec n € N.

Proposition 2.3.2 Le produit de Nim de deux puissances de Fermat distinctes est leur
produit usuel, et le carré de Nim d’une puissance de Fermat est égal a cette méme puissance
de Fermat multipliée par % Les produits d’autres nombres peuvent étre obtenus en utilisant

des propriétés d’associativité et de distributivité sur I’addition de Nim.
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Exemple 2.3.3 Les nombres 2 = 22° 4 = 22 16 = 22", 256 = 22° et 66536 = 22" sont des
puissences de Fermat.

Propriétés 2.3.4
1- V(u,v) € N?: 22" ® 22" = 22"72" gi 4 £ v(cest aussi 22" x 22°).
2- Vn e N?: 2% 22" =3 x 2%,

Exemple 2.3.5 On a 2 = 22" est un puissance de Fermat, donc le carré de Nim d’une

puissance de Fermat est :

3
2®2z2w®2wz§x2ﬁ:3.

Exemple 2.3.6
107
10=28321 =221 g2l =2 g2¢2=2?2 2% ¢2?
T=2202601=22 02" @1
0R7T=40202)0 (4020 1)
=4R4R20402R2040202R04D20202
=4R420402020210202
—6R264036302
6=402—0602=402)R2=8¢3=11
3=201=3QR4=0261)04=8¢4=12
0R7T=1101201=838®3d4® 1 =6.
Remarque 2.3.7 Siic Neti< 22", alors i ® 22" =i x 22",

Exemples 2.3.8

1- 4®3=4x3=12

2- 16 ® 13 =16 x 13 = 208.
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Chapitre 3

Structures algébriques avec les

opérations de Nim

Introduction

Dans ce chapitre, en utilisant les opérations de Nim, nous allons fait une étude sur les
structures algébriques (groupes, anneaux, corps). D’autre part on donne quelques notions

sur les codes binaires.

Contenu

3.1. Groupes.
3.2. Anneaux.
3.3. Corps.

3.4. Les codes binaires.
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3.1 Groupes

Théoréme 3.1.1 Pour tout n € N, 2" = {i € N,i < 2"} (2", ®) est un groupe commutatif.
Preuve On raisonne par récurrence sur les puissances de 2, pour plus de détaille voir [5].

Exemples 3.1.2 On a pour tout n € N, 2" = {1 € N;i < 2"}

1- Sin =1, I'ensemble {0,1} muni de 'opération & définie dans le tableau ci-aprés est

un groupe abélien

@ 0|1
0101
1 (10

2- Sin =2, I'ensemble {0,1,2,3} muni de 'opération & définie dans le tableau ci-apres

est un groupe abélien

COM&—‘O@
W I = OO

1
1
0
3
2

= O W NN
S| N W W

3- Sin =3, 'ensemble {0,1,2,3,4,5,6,7} muni de 'opération & définie dans le tableau

ci-aprés est un groupe abélien

1011234 /5]6/|7
01011234567
1 1110312 [5[4|7]6
2 12131016745
3 13[2(1|0|7]6|5/|4
4 14|5]6|7/0]1]2]|3
5 [5]14]7]6]1[0]3]2
6 |6|7]4|5/2]3]|0]|1
7171615432110
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Théoréme 3.1.3 Pour tout n un entier naturel, (22", ®) est un groupe abélien.
Preuve Voir [5].

Exemples 3.1.4 On a pour tout n € N,2*" = {i € N,i < 22"}

1- Sin=1,2?2 = {0,1,2,3}, Pensemble {0, 1,2, 3}muni de 'opération @ définie dans le

tableau ci-aprés est un groupe abélien

@ 01123
010/0]0/0
171011123
2101231
31013112

2- Sin = 2,22 = {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13,14,15} , (22°, ®) est un groupe

abélien.

Théoréme 3.1.5 (N, ®) est un groupe abélien.

Preuve Soient z,y,z € N, on a :

e La loi interne & est associative : Vz,y,z e Nz ® (ydz2) = (D y) ® 2.
e La loi interne @ possede un élément neutre note 0 : Vr € N,0 ® = = .
e Tout élément = de N posséde un symétrique unique 2’ =z : Vx € Nyx &z = 0.

e Vx,yeN:zdy=y®dux, laloi & est commutative.

Donc (N, @) est un groupe abélien.
Théoréme 3.1.6 (N, ®) est un groupe abélien

Preuve Soient x,y,z € N, on a :

e La loi interne ® est associative : Vz,y,2 e Nz @ (y® 2) = (2 Qy) ® 2.
e La loi interne ® possede un élément neutre note 1 : Vx e N1 ® z = x.
e Tout élément = de N posséde un symétrique unique 2’ =z :Vr € Nz @ x = 1.

e Vx,yeN:z®y=y®uz, laloi ® est commutative.

Donc (N, ®) est un groupe abélien.
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3.2 Anneaux

Théoréme 3.2.1 (N, ®,®) est un anneau commutatif unitaire.

Preuve Soient z,y,z € Non a :
1. (N, @) est un groupe commutatif.

2- La loi interne ® est associative.

3- La loi interne ® possede un élément neutre.
4- La loi interne ® est distributive par rapport a I’addition de Nim :

Ve,y,2€ A,z @(y@z2)=(rQy)® (rR2)et(ly@2)@r=(y®@x) B (2 @ x).

5- La loi interne ® est commutative.

Donc (N, @, ®) est un anneau commutatif unitaire.
Théoréme 3.2.2 (N, @, ®) est quadratiquement clos. C’est-a-dire tout polynome de degré
2 & coefficients dans N a une racine dans N.

Preuve Voir [6].

3.3 Corps

Théoréme 3.3.1 (N,&,®) est un corps commutatif.

Preuve K = (N, &, ®) est un corps car :
1- K = (N,®,®) est un anneau.
2- Chaque élément non nul de N posséde un inverse pour I'opération “®”.
3- la loi interne ® est commutative.

Théoréme 3.3.2. Vn € N, (22", ®, ®) est un corps commutatif.

Proposition 3.3.3 On obtient un corps infini de caractéristique 2. Ce corps est la cloture
quadratique de F5.

Proposition 3.3.4 Les sous corps finis de (N, ®, ®) sont les Fion.
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Exemples 3.3.5

1- ({0,1},4,®) est un corps commutatif, la table d’addition & et la multiplication ®
de ({0,1},®,®) sont :

@01 ®[0]|1
001 01010
1 (10 1 101

2- ({0,1,2,3},®,®) est un corps commutatif, la table d’addition @ et la multiplication
® de ({0,1,2,3},®,®) sont :

OJMD—‘O@
W I =] OO

112
112
013
310
211

S| =[N W W
CO[\DD—*O@
o T oo | o O
W N | = O
=W N O N
N | =W DO W

3.4 Les codes binaires

Définition 3.4.1 (Codes, mots de code)

Soit A = {a1, as...a,} un ensemble fini que nous appellerons un alphabet de code et soit
A" Pensemble de toutes les chaines de longueur n sur A. Nous dirons que chaque sous-
ensemble C' C A" s’appelle un code. Chacune des chaines ¢ de C' est appelée mot du code.
Et un note |C| = M la cardinalité de code C. La dimension n de A" est appelée la longueur
du code. Un code de longueur n contenant M mots sera appelé un (n, M )-code.
Définition 3.4.2 (Codes, mots de code)

Soit S et T deux ensembles finis. Un code C' est une fonction injective C' : S — T™. Pour
chaque symbole s € S, la chaine C'(s) € T* est appelée le mot de code pour s. L’ensemble

de tous les mots de code est :

C={C(s)|s € S}.

Est également appelé le code. Si |T'| = 2 le code est dit binaire, |T'| = 3 c¢’est ternaire,

et en général Si |T'| = n, c’est n-aire.
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Définition 3.4.3 (Code de parité ou VRC : Vertical Redundancy Check)
Le code de parité consiste tout simplement ajouter un bit supplémentaire (appelé bit de

parité) & un certain nombre de bits de données, et définit comme :

(21, Toeey Tp) — (X1, ey Ty Tig1)

avec Tpy1 = O 7t.
Exemple 3.4.4 1l consiste & ajouter un bit supplémentaire a un certain nombre de bits de
données tel que le nombre total de bits & 1 soit pair.

e Le nombre de bits de données a 1 est pair, le bit de parité est donc positionné a 0.

le bit de parité

0 111]0{0]1(1]0

e Le nombre de bits de données & 1 est impair, le bit de parité est donc positionné al.

le bit de parité

1 110/0{0]1|1]0

Définition 3.4.5 (Code de répétition)

Le code de répétition consiste tout simplement a répéter chaque bit du message un
certain nombre de fois. C’est un code [n, 1, n|, de dimension 1, de longueur n et de distance
n. Pour n impair, ce code est parfait et optimal lorsque ’on protége un seul bit de donnée,
i.e,

(x1) — (x1, 21, ..., T1).

n fois

Exemple 3.4.6 Dans le code C' chaque bit est répété 3 fois et le message source s € C
suivant :

s = 0010110

Sera encodé en

t = 000000111000111111000.
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Définition 3.4.7 (Code linéaire)
Un code linéaire de longueur n est un sous-espace vectoriel C' C F3'. La lettre k désignera
toujours la dimension de C' avec 2¥ est le nombre de mots du ce code.

Exemple 3.4.8 On pose S = {x,y,z},T ={0,1} et on a :
c(x) =0,c(y) = 10,¢(z) = 11.

C’est un code binaire et ’ensemble des mots de code est C' = {0, 10, 11}.
Définition 3.4.9 (Matrice de controle)

Soit C' un code linéaire, une matrice de controle de C' est la matrice d’un systéme
d’équations linéaires homogenes indépendantes dont 1’espaces des solutions est C'. Autrement
dit, une matrice de controle H est de taille (n — k) X n et de rang n — k, et C =
{x € F}'|H'x = 0}.

Définition 3.4.10 (Code de Hamming)

Soir 7 un entier positive et soit H une matrice de m ligne et 2™ — 1 colonnes non nulles
distinctes. Alors le code ayant H comme matrice de controle est appelé un code de Hamming
binaire et est noté Ha(r).

Exemple 3.4.11 Le code de Hamming de longueur 7 est donné par la matrice de controle

=

I
o o =
o = o

1
1
0

_ o O
—_ O
— = O
— =

la matrice H est de range 3. Donc la dimension du code est 4.
Définition 3.4.12 (Distance de Hamming, le poids de Hamming)
La distance de Hamming entre de mots binaires z = (x1, o, T3..., Z,,) et y = (Y1, Y2, Y3---, Yn)

est définie par :
d(x,y) = [{ilz; # yi} |-

Le poids de Hamming de x = (21, x2, x3..., T,) est le nombre de symboles différents de 0

que contient z. Et est noté w(z) :

w(z) = d(z,0).
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Il est immédiat de vérifier que :

d(z,y) = w(z —y).

Remarque 3.4.13 La distance de Hamming entre deux mots binaires x et y de taille n

est le poids de z @ y.
d(z,y) = w(r @ y).

Exemple 3.4.14

d(111001111000, 101000111001) = w(111001111000 & 101000111001)
= w(010001000001)
= 3

Définition 3.4.15 (La distance minimale)

Soit C' C F}, la distance minimale de C noté d est définie par :
d(C) = ming yec z2yd(T, y).
Exemples 3.4.16 Soient # = (0,0,1,0,1,0,1) et y = (1,0,1,0,0,1, 1).
1- La distance de Hamming entre de mots z = (0010101) et y = (1010011) est :
d(z,y) = [{ilz; # vi}| = 3.
2- Le poids de Hamming de x = (0,0, 1,0, 1,0, 1) est w(z) = d(z,0) = 3.

3- la distance minimale de C' = {0000, 0100, 1001,1100}, avec C' un code de longueur 4
est d(C) = 1.

Remarque 3.4.17 On regroupe les trois parameétre n, k et d d’'un code linéaire C' non nul,

en disant que C est de type (n, k,d). On a toujours d + k < n + 1.
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Conclusion

Dans ce mémoire, on a fait une étude de deux opérations sur les entiers plutot inhabituelles
tels que 'addition et la multiplication de Nim qui permettent d’obtenir 'arithmétique de
Nim et ainsi que certaines de leurs propriétés. D’autre part nous avons présenté les structures

algébriques (groupes, anneaux, corps) avec les opérations de Nim et quelques exemples.
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